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Niech p1, p2, ..., pn beda punktami na plaszczyznie. Kolo (O,r) o srodku O i promieniu r jest dobre
jesli zawiera wszystkie punkty p1, ..., p,. Kolo (O,r) jest minimalne jesli jest dobre oraz nie istnieje

dobre koto o promieniu mnieszym niz r. Pomine dowéd, ze minimalne koto zawsze istnieje.

Lemat 1. Niech (O,r) bedzie minimalmym kolem. Wowczas co nagmniej jeden punkt p; nalezy do okregu

(O,r).
Dowdd. Jesli zaden z punktéow p; nie nalezy do okregu, to maksymalna odlegtosé punktu p; od punktu O:

/= d(pi, O
r= max (psi,0)

jest mniejsza niz r. Zatem koto (O, r’) jest dobre, wiec (O,r) nie jest minimalne. O

Lemat 2. Niech (O,r) bedzie minimalnym kolem. Wowczas co najmniej dwa punkty p; oraz p; (i # j)
nalezqg do okregu (O,r).

Dowdd. 7 lematu 1 wynika, ze zalozenie nie jest spelnione tylko w przypadku, gdy doktadnie jeden punkt
p; nalezy do okregu (O, r). Bez straty ogélnosci zalézmy, ze O = (0,0) to poczatek ukladu wspolrzednych,
a p; = (r,0). Wéwezas, dla odpowiednio matego ¢ > 0, kolo ((¢,0),7) jest dobre i jego brzeg nie zawiera
zadnego punktu py, czyli (patrz lemat 1) nie jest minimalne, wiec koto (O, r) réwniez nie jest minimalne.[]

Lemat 3. Niech (O,r) bedzie minimalnym kolem, takim Ze dokladnie dwa punkty p; oraz p; (i # j) lezq
na okregu (O,r). Woéwczas odcinek p;p; jest Srednicq tego okregu.

Dowdd. Zatbzmy, ze p;p; nie jest Srednica (O,r). Bez straty ogélnodci zaltézmy, ze O = (0,0) oraz
pi = (z,y) i p; = (—x,y), gdzie y > 0. Wowczas istnieje ¢ > 0 taki, ze kolo ((O,¢),r) jest dobre i jego
brzeg nie zawiera zadnego punktu pi. Sprzecznosé. O

Lemat 4. Niech (O,r) bedzie minimalnym kolem, takim Ze co nagmniej trzy punkty ze zbioru {p1,...,pn}
lezqg na jego brzegu. Oznaczmy te punkty jako qi, ..., ¢m. Wowczas isniejq takie trzy punkty qi, ¢;, Gk,
ze trojkat q;q;qr nie jest rozwartokqtny.

Dowdéd. Zalézmy (bez straty ogélnosci), ze punkty ¢, ..., ¢m sa ulozone ,po kolei” w kierunku ruchu
wskazowek zegara oraz ze kazdy trojkat g;qjqi jest rozwartokatny. Zatézmy ponadto, ze kat o = £¢,, Oq1
jest najwigkszym sposrod katéw Zq;0q;41. Udowodnimy, ze ten kat musi by¢ wiekszy niz 180°.

Zalézmy wiee, ze tak nie jest (o < 180°). Niech 4 bedzie takie, ze £¢,,Og;—1 < 180°, ale ZgrOq; > 180°.
Takie 4 istnieje (i jest r6zne od 1 oraz m), gdyz

1. £gnOq1 < 180°, wiec ¢ > 2.

2. £@mOqm—1 = 360°— 2qmm—-10¢m, > 360°—2Lq,,Oq; > 180° (skorzystalisémy to z faktu, ze kat £¢,,Oq1
jest najwiekszy). Dlatego tez i < m — 1.

3. Z zalozenia 2 < m —1 (bom > 3).
Z doboru punktu ¢g; wnioskujemy, ze:
1. Z£¢;0qy, = 360° — Zq,,Oq; < 180° oraz
2. £010q; = £4n0qi—1 — £@mOq1 + £qi—10¢; < 180° — (£gmOq1 — £¢;-10g;) < 180°

3. £gnOq1 < 180° z zalozenia.



Zatem trojkat q1q;qn, nie jest rozwartokatny. Sprzeczno$¢ oznacza, ze kat Zq;Ogqr > 180°. W takim
razie odpowiednio obracajac wszystko wok6t punktu O (ktéry znowu przyjmujemy za réwny poczatkowi
ukladu wspdlrzednym) uzyskujemy sytuacje, gdzie kazdy punkt q; = (x;,y;), gdzie y; > 0. Widaé, ze
istnieje odpowiednio maly ¢ > 0, taki, ze kolo ((0,¢),r) jest dobre oraz nie zawiera zadnego punktu na
brzegu. Sprzeczno$¢ z lematem 1 dowodzi tezy. O

Lemat 5. Minimalnym kolem zawierajgcym dwa dane punkty A i B jest kolo, ktorego $rednicg jest AB.

Dowdd. Srednica to najluzszy odcinek zawarty w kole, wiec owa srednica musi byé co najmniej réwna
odleglosci punktu A od B. Reszta jest oczywista. O

Lemat 6. Niech ABC bedzie tréjkgtem nierozwartokgtnym. Wowczas, okrgg opisany na tréjkgcie ABC
jest minimalnym kotem zawierajgcym punkty ABC.

Dowdd. Z lematu 1 wynika ze co najmniej dwa punkty ze zbioru {4, B, C'} naleza do minimalnego kola.
Jedli sa to doktadnie dwa punkty, powiedzmy A i B, lemat 2 mowi, ze AB jest érednica tego kota. Punkt
C lezy wiec wewnatrz tego kota, co pocigga za sobg ZACB > 180°. Sprzecznosé. Zatem wszystkie trzmy
punkty A, B, C leza na brzegu tego kota, co implikuje teze. O

Twierdzenie 7. Kolo o najwickszym promieniu sposréd kdl ktdrych Srednicq jest p;p; (typ 1) oraz kol
opisanych na nierozwartokgtnych tréjkatach pip;pr (typ 2) jest minimalnym kolem zawierajgcym wszystkie
punkty b1, -y Pn-

Dowdd. Lematy 5 oraz 6 mowig ze kola typéw odpowiednio 1 i 2 sg minimalnymi kotami dla podzbioréw
zbioru {p1,...,pn} zatem nie moga mie¢ wigkszego promienia niz minimalne kolo dla calego zbioru.

Wystarczy zatem udowodnié¢, ze minimalne koto dla catego zbioru jest jednym z két typu 1 lub 2.
Mamy dwa przypadki do rozwazenia:

1. Minimalne kolo ma dokladnie dwa punkty p;, p; (¢ # j) na brzegu. Wéwczas lemat 2 méwi, ze jest
to koto typu 1.

2. Minimalne koto ma wiecej niz dwa punkty p; na brzegu. Woéwczas lemat 4 méwi, ze jakies trzy
punkty sposréd nich tworza tréjkat nierozwartokatny, czyli kolo jest typu 2. O



